El proceso cognitivo de la visualización en los estudiantes de nivel superior mediante el uso de software dinámico (Cabri) en la resolución de problemas geométricos by Lizarazo, Carlos Wilson
V Encuentro de Matema´ticas Del Caribe Colombiano
1 al 4 de Julio de 2008
Barranquilla-Colombia
El proceso cognitivo de la visualizacio´n en los
estudiantes de nivel superior mediante el uso de
software dina´mico (Cabri) en la resolucio´n de
problemas geome´tricos
Carlos Wilson Lizarazo Go´mez 1
1. Introduccio´n
¿Que´ ventajas o limitaciones ofrece a los estudiantes el empleo de herramientas tecnolo´gi-
cas en el aprendizaje de las matema´ticas? ¿Que´ tipo de representaciones utilizan los
alumnos al resolver problemas a trave´s del empleo de alguna herramienta tecnolo´gica?
¿Que´ tipo de preguntas o conjeturas formulan los estudiantes en la resolucio´n de prob-
lemas con la ayuda de la tecnolog´ıa? Estas son algunas preguntas que aparecen en la
agenda de investigacio´n relacionadas con el uso de la tecnolog´ıa en el aprendizaje de las
matema´ticas.
As´ı, investigar y documentar los procesos cognitivos que muestren los alumnos mientras
resuelven problemas o actividades con apoyo de la tecnolog´ıa, como el software dina´mico,
resulta una tarea que puede ayudar a identificar y analizar las ventajas y/o desventajas
que el uso de dichas herramientas representa en el aprendizaje de las matema´ticas.
El empleo de herramientas tecnolo´gicas en la resolucio´n de problemas requiere amplia in-
vestigacio´n acerca de los diferentes usos en los procesos de aprendizaje de los estudiantes.
En este sentido, Steen mencionan que “los resultados producidos por las computadoras y
sus aplicaciones esta´n cambiando profundamente la forma de desarrollar las matema´ticas,
la forma de ensen˜arlas, as´ı como la forma de aprenderlas” (situado en Santos, 1997, p.10).
1Docente investigador Universidad del Atla´ntico. Adscrito a la Facultad de Ciencias Ba´sicas
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Un aspecto relevante en el empleo de la tecnolog´ıa es el tipo de demostraciones o pruebas
que pueden presentar los estudiantes; as´ı, resulta necesario identificar los aspectos que
se favorecen al utilizar software dina´mico en actividades en la que los alumnos tengan
oportunidad de descubrir relaciones, plantear conjeturas, generalizar resultados y utilizar
argumentos que justifiquen sus soluciones o resultados.
La resolucio´n de problemas que contemplen actividades que estimulen la experimentacio´n,
el descubrimiento, el planteamiento de conjeturas y la explicacio´n, en ambientes de uso de
formas de razonamiento que les permita explicar y justificar distintas relaciones matema´ticas.
As´ı, es importante analizar el impacto o relevancia del uso del software. Dina´mico en am-
bientes de resolucio´n de problemas donde los estudiantes consistentemente, exhiban sus
formas de razonamiento.
Santos y Moreno (2001) resaltan que el uso sistema´tico de la tecnolog´ıa con el tiempo
se va convirtiendo en una herramienta poderosa para que los estudiantes le den senti-
do a la informacio´n, que realicen conjeturas y que examinen diferentes estrategias en la
resolucio´n de problemas. El objetivo de este estudio es documentar lo que muestra estu-
diantes de nivel medio superior al trabajar un conjunto de actividades con la ayuda del
software dina´mico. En particular, interesa analizar el tipo de representaciones, conjeturas
y argumentos que utilizan los alumnos durante la solucio´n de esas tareas.
2. Importancia del uso del software dina´mico
Con el empleo software dina´mico, como The Geometer’s Sketchpad (Sketchpad en ade-
lante) o Cabri-Ge´ome´tre (Cabri en adelante), los estudiantes pueden trabajar actividades
problemas donde tengan oportunidades de explorar, conjeturar y utilizar argumentos
matema´ticos, que les permitan explicar o justificar resultados que obtienen como pro-
ducto de la experimentacio´n. Un aspecto relevante con el uso de Sketchpad o Cabr´ı es que
lo estudiantes pueden construir figuras geome´tricas simples y, eventualmente, involucrarse
en procesos de formulacio´n de conjeturas o bu´squeda de relaciones. As´ı, el software puede
convertirse en una herramienta poderosa que facilite el desarrollo de estrategias impor-
tantes del quehacer matema´tico por parte de los alumnos. Por ejemplo, en el proceso de
construccio´n de ciertas configuraciones geome´tricas los estudiantes pueden formular pre-
guntas, investigar conjeturas y buscar elementos que les permita explicar resultados.
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En el siguiente ejemplo se muestra algunos conceptos y relaciones relevantes que emergen
durante la construccio´n de una figura que incluye puntos, segmentos y triangulas, a partir
del empleo de software dina´mico. Adema´s, se identifican procesos importantes del quehac-
er matema´tico, como la formulacio´n de conjeturas, la necesidad de plantear argumentos
que justifiquen la validez de ciertas relaciones, la bu´squeda de invariantes y la importancia
de explorar casos particulares, entre otros.
Con software dina´mico los estudiantes pueden iniciar con construcciones sencillas y, tam-
bie´n, cuestionarse acerca de relaciones que puedan surgir al ir incorporando otros ele-
mentos de la configuracio´n inicial. En este contexto, no existe un problema inicial que
resolver, sino que durante el proceso de construccio´n emergen preguntas que se exploran
con el empleo del software.
2.1 ¿Que´ significa formular preguntas y encontrar relaciones?
Los estudiantes pueden iniciar con la construccio´n de un segmento AB e identificar su
punto medioM (ver Figura 2.1), pueden trazar la mediatriz n del segmento AB (la medi-
atriz n es la l´ınea recta perpendicular al segmento AB y que contiene su punto medioM).
La tarea ha iniciado con un trazo sencillo; considerando la construccio´n que se muestra
en la Figura 2.1 se pueden identificar algunas ideas importantes como por ejemplo, la
igualdad de los segmentos AM y MB Y el valor de 90◦ para las medidas de los a´ngulos
formados por n y el segmento AB, ideas que los estudiantes pueden reconocer y examinar
a partir del empleo de distintos recursos matema´ticos, como por ejemplo la medicio´n de
algunas partes de la configuracio´n y la bu´squeda de relaciones.
Figura 2.1: Mediatriz del segmento AB.
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Los estudiantes pueden considerar el tria´ngulo que se forma al unir un punto e de la recta
n con los puntos A y B, respectivamente. Dado que C se puede mover a lo largo de n
(ver Figura 2.2), los alumnos pueden preguntarse acerca de las propiedades invariantes
del tria´ngulo ABC, por ejemplo, ¿cua´l es la relacio´n entre las medidas de los segmentos
AC y BC? o ¿co´mo se relacionan las medidas de los a´ngulos CAB y CBA?
Figura 2.2: tria´ngulo iso´sceles
Al calcular las medidas de los lados y a´ngulos internos del tria´ngulo ARC, los alumnos
pueden identificar algunas propiedades invariantes de la construccio´n. Por ejemplo, al
medir los segmentos AC y RC y mover el punto C los estudiantes pueden observar que
estas medidas son siempre iguales, o bien, al medir los a´ngulos CAR y CRA y mover
el punto C pueden percibir que estos a´ngulos son congruentes; es decir, que el tria´ngulo
ARC es un tria´ngulo iso´sceles (ver Figura 2.3). Con estos datos los alumnos pueden
plantear alguna conjetura que los lleva al primer resultado.
2.2 Primer Resultado: Tria´ngulo Iso´sceles:
En la Figura 2.3 se muestran varias posiciones de C-Cl, C2 y Cr sobre la recta n, adema´s
se han calculado las medidas de los lados y de los a´ngulos internos del tria´ngulo ARC.
Los estudiantes pueden conjeturar que:
El tria´ngulo ARC que se forma al unir los extremos del segmento AR con cualquier
punto C localizado sobre la mediatriz de AR es un tria´ngulo iso´sceles.
Figura 2.3: tria´ngulo iso´sceles en varias posiciones de C
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Convencidos de la validez de dicha conjetura (convencimiento obtenido por propiedades
invariantes en las medidas calculadas), los estudiantes se pueden plantear la pregunta
¿por que´ la conjetura es va´lida? (Furinghetti y Paola, 2003, p. 402); es decir, los alumnos
pueden justificar la igualdad de los segmentos AC y BC utilizando argumentos formales
que contemplen aspectos relacionados con congruencia de tria´ngulos.
Justificacio´n o prueba de la conjetura: Considerando los tria´ngulos AMC y BMC
(ver Figura 2.4) los alumnos pueden justificar la congruencia entre los lados AC y BC
ya que, con base en dichos tria´ngulos, se puede deducir que (a) los segmentos MA y MB
son de igual medida (M es el punto medio de AB), (b) las medidas de los a´ngulos AMC
y BMC son de 90◦ (n es perpendicular al segmento AB por el punto M) y (e) ambos
tria´ngulos recta´ngulos comparten el cateto MC.
Figura 2.4: tria´ngulo recta´ngulos congruentes
Por las tres consideraciones anteriores y utilizando el criterio de congruencia lado a´ngulo
lado los alumnos pueden concluir que, 6, AMC, 6, BMC y confirmar el resultado; es decir,
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los estudiantes pueden corroborar la igualdad de los lados AC y BC.
Es importante que los estudiantes no so´lo identifiquen algunas relaciones que se presen-
tan en la construccio´n sino que, adema´s, presenten argumentos que las respalden. La
construccio´n de dichos argumentos se puede favorecer cuando los alumnos realizan las
construcciones con Sketchpad o Cabri, ya que en estas construcciones deben tomar en
cuenta las propiedades que esta´n detra´s de los trazos. Adema´s, con la ayuda del software
los alumnos pueden, fa´cilmente, asignar medidas a los segmentos o a´ngulos y observar sus
respectivos comportamientos al mover, en este caso, el punto C a lo largo de la recta n.
As´ı, los estudiantes exploran o examinan la construccio´n, asignan medidas (segmentos,
a´ngulos), observan invariantes, plantean una conjetura y, eventualmente, formulan una
demostracio´n; en este caso, los alumnos pueden plantear la conjetura y, en algu´n mo-
mento, demostrar que el tria´ngulo ABC es un tria´ngulo iso´sceles para cualquier posicio´n
de C sobre n. Considerando la misma construccio´n los alumnos pueden investigar otras
relaciones o propiedades de las figuras.
2.3 Segundo Resultado: Tria´ngulo Equila´tero:
Moviendo C los alumnos pueden observar que hay posiciones de dicho punto sobre la recta
n para las que se cumple que el tria´ngulo formado, adema´s de ser tria´ngulo iso´sceles, es
un tria´ngulo equila´tero (tres lados congruentes). Con base en las medidas calculadas, los
estudiantes pueden mover el punto C hasta que las medidas de los lados y de los a´ngu-
los sean iguales, respectivamente; as´ı, los alumnos pueden responder la pregunta ¿do´nde
ubicar la puna C para que el tria´ngulo ABC sea un tria´ngulo equila´tero?
Al unir los extremos del segmento AB con cualquiera de los puntos de interseccio´n en-
tre la recta n y la circunferencia de centro B y radio BA, se obtiene un tria´ngulo equila´tero.
Para ubicar la posicio´n del punto C, los estudiantes pueden construir una circunferencia
de centro B y radio BA, como la que se muestra en la Figura 2.5; con esta construccio´n
se obtiene?, dos puntos de interseccio´n, C’ y C”, entre la l´ınea n y la circunferencia de
centro B. Los estudiantes pueden trazar los segmentos AC’, BC’, AC” y BC”, al calcular
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las medidas de estos segmentos los alumnos pueden comprobar que son iguales a la medida
del segmentos AB.
Figura 2.5: Tria´ngulo equila´teros.
Justificacio´n o prueba de la conjetura:
Los estudiantes pueden demostrar, por ejemplo, que el tria´ngulo ABC’ que se muestra en
la figura 2.5 es un tria´ngulo equila´tero. Los lados AC’ y BC’ son congruentes ya que todo
tria´ngulo ABC’, con C sobre n, es un tria´ngulo iso´sceles. Tambie´n se tiene que los lados
BA y BC’ tambie´n son congruentes ya que ambos segmentos corresponden a radios de
una misma circunferencia.
De esta manera, los tres lados del tria´ngulo equila´tero ABC tienen la misma medida por
lo que el tria´ngulo ABC’ es un tria´ngulo equila´tero. Similarmente, los estudiantes pueden
demostrar que el tria´ngulo ABC’ es un tria´ngulo equila´tero.
El e´xito en la construccio´n del tria´ngulo equila´tero puede motivar a los alumnos a pregun-
tarse si existe otra clase de tria´ngulos iso´sceles que se puedan formar en la configuracio´n.
2.4 Tercer Resultado: Tria´ngulo Recta´ngulo:
Los estudiantes pueden observar que la medida del a´ngulo ACB toma valores cercanos
a 90◦; es decir, que existen medidas para este a´ngulo que son menores de 90◦ y tambie´n
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existen valores mayores de 90◦, lo que implica la existencia de un a´ngulo recto en la con-
struccio´n. Espec´ıficamente, pueden surgir las preguntas: ¿existen puntos sobre la recta n
con los que se pueden formar tria´ngulos recta´ngulos?, ¿Do´nde se localizan estos puntos?
y ¿Co´mo se pueden trazar dichos puntos?
Moviendo C los estudiantes pueden obtener una conjetura sobre la existencia de algu´n
punto que permita la construccio´n de un triangulo recta´ngulo. Nuevamente, las medidas
calculadas pueden jugar un papel importante en la formulacio´n de la conjetura de los
alumnos ya que se puede hallar la posicio´n sobre la recta n en la que se logra que el
a´ngulo ACB mida 90◦.
Al unir los extremos del segmento AB con cualquiera de los puntos de interseccio´n entre
la recta n y la circunferencia de centro M y radio MA se forma un tria´ngulo recta´ngulo.
Una forma en que los estudiantes pueden hallar los puntos sobre la recta n para los que el
tria´ngulo formado sea un tria´ngulo recta´ngulo, es trazado la circunferencia que tiene como
centro el punto M y como radio la mitad del segmento AB (los puntos A y B pertenecen
a esta circunferencia porque el segmento AB es dia´metro de dicho c´ırculo, ver Figura 2.6).
Justificacio´n o prueba de la conjetura:
Al considerar, por ejemplo, el tria´ngulo ABC’ trazado en la Figura 2.6, se tiene que el
a´ngulo AC’B es un a´ngulo recto. Para justificar el hecho anterior, los alumnos pueden
considerar que el a´ngulo AC’B es un a´ngulo inscrito en una circunferencia y que su me-
dida esta´ dada por la mitad de lo que mide el arco que subtiende.
Dado que AB es dia´metro de la circunferencia se concluye que el a´ngulo AC’B mide
90◦ y, de esta manera, se justifica que el tria´ngulo trazado es un tria´ngulo recta´ngulo.
Con un procedimiento similar se puede probar que el tria´ngulo ABC” tambie´n es un
tria´ngulo recta´ngulo. Aqu´ı, los estudiantes emplean un teorema seguramente estudiado
antes “si uno de los lados de un tria´ngulo inscrito en una circunferencia es el dia´metro del
c´ırculo, entonces el tria´ngulo es un tria´ngulo recta´ngulo”. En este sentido, los estudiantes
acceden a un resultado previamente estudiado para probar un resultado que emerge de la
construccio´n en estudio.
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Figura 2.6: Tria´ngulo recta´ngulos
El software dina´mico, adema´s de ser un recurso importante en tareas como las mostradas
anteriormente, facilita el desarrollo de actividades que contemplen la generacio´n de lugares
geome´tricos. Este tipo de herramientas puede hacer sencilla la manipulacio´n de figuras y
es posible que ayude a los estudiantes a desarrollar y comprender pruebas matema´ticas.
[Con software dina´mico] los estudiantes tambie´n pueden analizar, de manera sencilla,
conjeturas mediante la exploracio´n de propiedades espec´ıficas de las construcciones que
han producido, o incluso ’descubrir’ nuevas propiedades. (Hanna, 1998, p. 7).
Con relacio´n al descubrimiento de nuevas propiedades, los estudiantes pueden volver a la
construccio´n inicial (Figura 2.2) y, con base en los trazos que ah´ı se presentan, los alumnos
pueden cuestionarse acerca de algunas rectas notables del tria´ngulo iso´sceles.
Considerando el tria´ngulo ABC (ver Figura 2.7), los estudiantes pueden determinar el
punto de interseccio´n P entre el rayo bisector del a´ngulo BAC y la mediatriz del lado
BC (recta que pasa por el punto medio del lado BC y es perpendicular a dicho lado).
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Figura 2.7: Interseccio´n entre el rayo bisector del a´ngulo BAC y la mediatriz del lado BC.
Los alumnos se pueden preguntar acerca de las propiedades o caracter´ısticas de P . Al
mover C a lo largo de n, P describe un movimiento que puede ser el centro de atencio´n
de los estudiantes. Una tarea que puede ser interesante para los alumnos es la descripcio´n
de la trayectoria de P . Es posible que los estudiantes mencionen que la trayectoria de P
es en forma de una para´bola, o bien, que indiquen que dicha trayectoria describe parte de
una hipe´rbola.
Es necesario propiciar un ambiente en el que los alumnos justifiquen sus observaciones
ya que, de esta manera, los estudiantes tienen la facilidad de buscar evidencia que les
convenza y que convenzan a los dema´s, aspecto importante de la argumentacio´n en el
quehacer matema´tico (Godino y Recio, 2001, p. 412).
2.5. Observacio´n: La Bu´squeda De Una Ecuacio´n De Un Lugar
Geome´trico:
Con Sketchpad o Cabri los estudiantes pueden determinar el lugar geome´trico de P cuan-
do C se desplaza sobre la recta n -en adelante se mencionara´ como lugar geome´trico de P−.
En la Figura 2.8 se muestra el rastro que deja P al mover C sobre n. Con el lugar geome´tri-
co construido, los estudiantes pueden buscar evidencia que les indique si el desplazamiento
de P coincide con alguna co´nica o si, por el contrario, es una trayectoria que no representa
alguna co´nica conocida.
Figura 2.8: Lugar geome´trico de P cuando C se desplaza sobre n.
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Los estudiantes pueden utilizar Sketchpad o Cabri para explorar o analizar la construc-
cio´n que se ha realizado. Usando la herramienta que permite la generacio´n de co´nicas por
cinco puntos arbitrarios, los estudiantes pueden obtener trazos que les ayude a plantear
alguna conjetura relacionada con el lugar geome´trico de P .
La investigacio´n emp´ırica producida en un ambiente dina´mico de geometr´ıa contiene ob-
jetos y transformaciones sobre los objetos. Preferiblemente, las investigaciones deben es-
timular a los estudiantes a observar y describir un patro´n y, adema´s, explorar ese patro´n
para determinar una generalizacio´n. (Pence, 1999, p. 430.)
Asociando una co´nica al lugar geome´trico: Trazando la co´nica que se genera con
cinco puntos arbitrarios pertenecientes al lugar geome´trico de P , los alumnos pueden jus-
tificar, con un claro contraejemplo, que dicho lugar geome´trico no corresponde ni a una
para´bola ni a una hipe´rbola y que, en general, no corresponde a alguna co´nica.
En la Figura 2.9 se presenta una co´nica generada con cinco puntos que pertenecen al
lugar geome´trico en discusio´n; se puede apreciar que dicha co´nica, a la que pertenecen los
puntos Q1, Q2, Q3, Q4 y Q5 no contiene (o no coincide) con el lugar geome´trico de P .
Figura 2.9: Co´nica generada por cinco puntos del lugar geome´trico de P .
El hecho que los trazos de la co´nica de los cinco puntos y del lugar geome´trico de P no
quedan encimados, presenta a los estudiantes evidencia suficiente que les permite tomar
la decisio´n de no buscar argumentos que justifiquen que el lugar geome´trico de P corre-
sponde a alguna co´nica.
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As´ı, el software permite que se tomen decisiones relevantes antes de intentar probar algu´n
resultado; en este caso, se muestra evidencia que el lugar geome´trico no corresponde a
alguna co´nica. En este sentido, de ViUiers (1999) menciona que “en los procesos de jus-
tificacio´n deductiva, un papel importante lo ocupa la bu´squeda de contraejemplos,
principalmente los que resultan emp´ıricamente, ya que logran el convencimiento del
fallo de la conjetura” (p. 4, letra negrita agregada).
En el caso anterior (interseccio´n entre una bisectriz y una mediatriz) no se genero´ algu´n
tipo de co´nica, sin embargo, los estudiantes pueden considerar otras rectas relacionadas
con la construccio´n del tria´ngulo y, de esta manera, explorar y analizar propiedades o
caracter´ısticas que se presenten. Por ejemplo, los alumnos pueden preguntarse: ¿que´ sucede
al considerar otro tipo de rectas?, ¿se puede generar otro tipo de lugares geome´tricos?,
¿existe alguna co´nica al realizar otras construcciones?
2.6. La Generacio´n De Una Hipe´rbola:
Los estudiantes pueden considerar la recta m (ver Figura 2.10) que contiene los puntos
medios de los lados BC y AB (N Y M, respectivamente) y, adema´s, considerar la altura h
del tria´ngulo ABC con respecto al lado BC. Al obtener el punto de interseccio´n R entre
las rectas h y m, los estudiantes pueden determinar el lugar geome´trico de R cuando e se
mueve sobre n-en adelante lugar geome´trico de R-.
Figura 2.10: Lugar geome´trico de R cuando C se mueve sobre n.
La trayectoria que sigue R al desplazarse e puede ser descrita por los estudiantes como una
hipe´rbola ya que el lugar geome´trico de R parece dicha co´nica; esta conjetura la pueden
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comprobar generando una co´nica por cinco puntos que pertenezcan al lugar geome´trico
de R y observar que el lugar geome´trico coincide con la co´nica. Con el planteamiento de
la conjetura “el lugar geome´trico generado por R corresponde a una hipe´rbola” y tenien-
do evidencia emp´ırica de la validez de su conjetura, los estudiantes pueden cuestionarse
acerca de los elementos que esta´n involucrados con dicha co´nica.
En este sentido, los alumnos pueden investigar la posicio´n de los focos de esta hipe´rbola,
los ejes de simetr´ıa, los ve´rtices y el centro de simetr´ıa (interseccio´n de los dos ejes de
simetr´ıa).
2.6.1. Ejes de simetr´ıa, centro de simetr´ıa y ve´rtices de la hipe´rbola:
Con base en la construccio´n que se muestra en la Figura 2.11, los estudiantes pueden
suponer que uno de los ejes de simetr´ıa de la hipe´rbola es la recta 1 que pasa por los
puntos A y B y, adema´s, sen˜alar que el centro de simetr´ıa de dicha hipe´rbola es el pun-
to medio O del segmento AM (utilizando las herramientas del software, los estudiantes
pueden trazar el punto O como la homotecia -o dilatacio´n- del punto B con centro en A).
Figura 2.11: Ejes de simetr´ıa de la hipe´rbola generada por R.
La l´ınea recta s (perpendicular a 1 por O) representa el otro eje de simetr´ıa; con los ejes
de simetr´ıa mencionados anteriormente tambie´n se esta´ suponiendo que los ve´rtices de la
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hipe´rbola son los puntos A y M, respectivamente.
Aunque lo que se presenta con ayuda del software puede ser convincente, no suministra
evidencia que garantice por que´ las conjeturas son verdaderas. Esto puede motivar a los
estudiantes a desarrollar argumentos matema´ticos y justificaciones ma´s formales para de-
terminar si la conjetura es siempre verdadera (Santos, 2004).
Utilizando transformaciones (como rotacio´n, traslacio´n, reflexio´n, etc.) los estudiantes
pueden comprobar si 1 y s son los ejes de simetr´ıa de la hipe´rbola; para esto, pueden
colocar un punto arbitrario T sobre el lugar geome´trico de R y reflejado respecto a dichos
ejes de simetr´ıa (ver Figura 2.11). Moviendo T los estudiantes pueden verificar que las
reflexiones respectivas, T’ y T”, siempre esta´n sobre el lugar geome´trico de R.
Es importante resaltar que el uso del software puede ser de gran utilidad en aspectos que
permitan a los estudiantes:
Relacionar la construccio´n de un tria´ngulo iso´sceles con hipe´rbolas.
Discutir la existencia de elementos de una hipe´rbola -ejes de simetr´ıa, ve´rtices, focos
y centro de simetr´ıa- y sus ubicaciones respectivas dentro de la configuracio´n.
Realizar transformaciones geome´tricas -rotar, reflejar y/o dilatar puntos- para
Verificar hipo´tesis y conjeturar relaciones- como la relacio´n de las posicione de los ve´rtices
respecto al segmento AB- presentando ideas matema´ticas que las sustenten.
2.6.2 Focos de la hipe´rbola
Al identificar (i) los ejes de simetr´ıa -rectas l y s, respectivamente-, (ii) el centro de la
simetr´ıa -punto O- y (iii) los ve´rtices -puntos A y M, respectivamente-, los estudiantes
pueden investigar la posicio´n la posicio´n en la que se ubican los focos de la hipe´rbola.
Retomando la definicio´n: “hipe´rbola es el lugar geome´trico de todos los puntos de un
plano tal que, el valor absoluto de la diferencia de sus distancias a 2 puntos fijos (llama-
dos focos) es constante”, los alumnos se pueden preguntar ¿Do´nde se localiza los focos de
la hipe´rbola? y pueden verificar si se satisface la definicio´n de este lugar geome´trico.
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Los estudiantes pueden suponer que uno de los focos de la hipe´rbola es el punto B(con lo
que B‘ -reflejo de B respecto a s- ser´ıa el otro foco, ver figura 2.12). Haciendo los ca´lculos
pertinentes y moviendo T, los estudiantes pueden desechar su hipo´tesis de que B y B’
sean los focos de la hipe´rbola ya que no se mantiene constante el valor absoluto de la
diferencia de las distancias de T a B y de T a B’.
Para ubicar los focos de la hipe´rbola, los estudiantes pueden utilizar Cabri y definir un
sistema de coordenadas conveniente; es decir, un sistema de coordenadas que les permita
determinar una ecuacio´n de la co´nica de tal manera que sea lo ma´s sencilla posible. As´ı, se
debe buscar un origen del sistema de coordenadas para el cual la ecuacio´n de la hipe´rbola
sea de la forma (x−h)
2
a2
− (y−k)2
b2
= 1, ya que esta es la forma cano´nica de la ecuacio´n de una
hipe´rbola donde su centro es el punto (h, k), sus focos los puntos (h − c, k) y (h + c, k),
donde se cumple que c2 = a2 + b2.
Los estudiantes pueden considerar el punto A como el Origen del sistema de coordenadas
(ver la figura 2.13); asimismo, pueden contemplar la recta l como el eje de las abscisas y
la recta u (l´ınea perpendicular a l por A) como el eje de las ordenadas.
Por otra parte, los estudiantes pueden considerar el caso espec´ıfico -sin pe´rdida de generalidad-
en el que el punto B posee las coordenadas (1,0), es decir, AB representa la unidad; de
esta manera, los puntos A y B esta´n sobre el eje de las abscisas, lo que provoca que la
ecuacio´n de la hipe´rbola no sea una expresio´n dif´ıcil de manipular algebraicamente.
16
V Encuentro de Matema´ticas Del Caribe Colombiano
1 al 4 de Julio de 2008
Barranquilla-Colombia
Los alumnos pueden determinar la co´nica que se genera con cinco puntos del lugar ge-
ome´trico de R y, utilizando la herramienta del software que permite el trazo de co´nica
por cinco puntos, pueden encontrar la ecuacio´n de dicho lugar geome´trico, en este caso
la ecuacio´n de la hipe´rbola con las caracter´ısticas mencionadas es 2x2 − 2y2 − x = 0(ver
f´ıgura 2.13).
Con este caso particular los estudiantes pueden obtener las coordenadas de los focos de
la hipe´rbola y, eventualmente, generalizar el resultado. Los alumnos pueden completar
cuadrados para llevar la ecuacio´n 2x2 − 2y2 − x = 0 a la forma de la ecuacio´n:
(x− h)2
a2
− (y − k)
2
b2
= 1
De esta manera los estudiantes pueden determinar que la ecuacio´n de la hipe´rbola se
pueden expresar como: (
x− 1
4
)2(
1
4
)2 − y2(1
4
)2 = 1
Es importante que los alumnos hallen el valor de c, que esta´ dado por c =
√
(1/4)2 + (1/4)2 =
(1/4)
√
2 ya que teniendo dicho valor los estudiantes pueden identificar los focos de la
hipe´rbola(puntos que esta´n sobre el eje de las abscisas); uno de dichos focos(F1) tiene
como abscisa: (1/4) + (1/4)
√
2 = (1/4)(1 +
√
2); o bien ,F1 esta´ a una distancia de
(1/4)(1 +
√
2) unidades del punto A.
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Como B corresponde al punto (1,0), es decir, AB mide la unidad, el valor de la ab-
scisa para uno de los focos F1 de la hipe´rbola de todo tria´ngulo de esta construccio´n es
[(AB)/4](1 +
√
2) o bien, F1 esta´ a una distancia de [(AB)/4](1 +
√
2) unidades de A;
una manera de graficar el punto F1 es trazar la homotecia o dilatacio´n de B con centro
en A y razo´n de (1/4)(1 +
√
2).
Existen varias maneras de obtener los focos de la hipe´rbola, una es calcular la medida
del segmento AB y trazar el c´ırculo con centro en A y radio [(AB)/4](1 +
√
2)-ver figura
2.14-, el otro foco F2 se puede obtener reflejando F1 respecto al eje de simetr´ıa s.
2.6.3 verificacio´n usando la definicio´n de hipe´rbola
Los estudiantes pueden verificar que con F1 y F2 se satisface la definicio´n de hipe´rbola,
para esto pueden seleccionar un punto T que pertenezca al lugar geome´trico de R. en la
figura 2.15 se presentan las medidas necesarias para comprobar la definicio´n de hipe´rbola.
Moviendo T los estudiantes pueden observar que la diferencia es una constante.
Otra forma en que los estudiantes pueden comprobar que el lugar geome´trico de R es una
hipe´rbola y que F1 y F2 son los focos de dicha hipe´rbola, es utilizando la herramienta
de Sketchpad que permite trazar dicha co´nica conociendo sus focos y algu´n punto del lugar.
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Geome´trico de R (T); para el trazo so´lo se seleccionan los puntos que representan los
focos y algu´n punto del lugar geome´trico, la hipe´rbola que se genera estar´ıa sobrepuesta
al lugar geome´trico de R.
2.7. Visio´n retrospectiva
Conviene revisar los aspectos relevantes del quehacer matema´tico que emergen durante
el desarrollo de la actividad. Un aspecto importante en la actividad desarrollada es que
con el uso de software dina´mico, los alumnos pueden iniciar con construcciones sencillas
y pueden investigar relaciones que les permite plantear y verificar conjeturas.
Los estudiantes pueden modificar su construccio´n (por medio de arrastre de objetos) y
observar que se mantienen las propiedades de los trazos realizados, esta es una ventaja
que permite que los alumnos determinen propiedades invariantes en la configuracio´n.
Algunas conjeturas pueden surgir a partir del proceso de medir partes de la figura y ob-
servar su comportamiento; por ejemplo, en la seccio´n 2.2 “Primer resultado: tria´ngulo
iso´sceles”, la conjetura “el tria´ngulo ARC que se forma al unir los extremos del segmento
AB con cualquier punto C localizado sobre la mediatriz de AB es un tria´ngulo iso´sceles”
se formula con base en la .medicio´n de los lados y de los a´ngulos internos del tria´ngulo
ARC, posteriormente, se presenta una demostracio´n formal de esta conjetura.
En otro sentido, hay conjeturas que pueden surgir mediante la observacio´n de algunos
objetos de la construccio´n; por ejemplo, en la seccio´n 2.6 “La generacio´n de una hipe´rbo-
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la”, una conjetura es que ´´los ejes de simetr´ıa son las rectas 1 y s”; en este caso, se
comprueba por medio de la reflexio´n de un punto que, efectivamente, dichas rectas son
los ejes de simetr´ıa de la hipe´rbola.
Las justificaciones de resultados van desde argumentos formales (como en el Primer re-
sultado: tria´ngulo iso´sceles), hasta argumentos relacionados con el comportamiento de
la longitud de ciertos segmentos al variar algu´n punto (comprobacio´n de la definicio´n
de Hipe´rbola) y construcciones directas del software (como el trazo de co´nicas por cinco
puntos arbitrarios).
Algunas justificaciones no formales de ciertas conjeturas tienen detra´s ideas importantes
relacionadas con resultados matema´ticos; por ejemplo, justificar que los focos de la hipe´rbo-
la son los puntos F1 y F2 involucra ideas ligadas con la definicio´n de hipe´rbola y la simetr´ıa
de los focos respecto al eje sime´trico s. Otro ejemplo es la justificacio´n para los ejes de
simetr´ıa (rectas 1 y .s), ya que en los argumentos se utiliza la reflexio´n de un punto del
lugar geome´trico de R.
Por u´ltimo, es importante resaltar que en todo momento los estudiantes, con cierta direc-
cio´n, son quienes experimentan, realizan construcciones, calculan medidas, buscan rela-
ciones, plantean conjeturas, buscan evidencia para verificar resultados y, eventualmente,
plantean demostraciones formales de algunas conjeturas. En esta direccio´n, resulta im-
portante investigar a que´ nivel un ambiente de instruccio´n que promueve el empleo de
software dina´mico, ayuda a los estudiantes en la construccio´n de su propio repertorio de
relaciones matema´ticas.
3. Objetivos de la investigacio´n
En el desarrollo del estudio se pretende que los estudiantes se encuentren en ambientes
de aprendizaje en los que se tenga oportunidad de trabajar con software dina´mico un
conjunto de tareas que les permita una constante reflexio´n acerca de las relaciones que
emerjan durante el proceso de solucio´n.
El objetivo principal del estudio es identificar algunos aspectos relacionados con el tipo
de razonamiento que muestran los estudiantes en procesos de formulacio´n y justificacio´n
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de conjeturas durante el desarrollo de una serie de tareas con el uso de software dina´mi-
co. En este sentido, se pretende investigar y documentar algunos aspectos del quehacer
matema´tico, como el trabajo con casos particulares, la formulacio´n de preguntas, el ca´lcu-
lo de medidas y la bu´squeda de invariantes, entre otros.
Por u´ltimo, se intenta identificar alguna l´ınea de evolucio´n o perfil de los estudiantes en
procesos de formulacio´n y justificacio´n de conjeturas cuando resuelven problemas con uso
de software dina´mico.
4. Preguntas de investigacio´n
Las siguientes preguntas se utilizan como gu´ıas para el desarrollo del estudio; adema´s se
indican los datos o las fuentes que se utilizan para responderlas.
1. ¿Que´ aspectos del quehacer matema´tico se favorecen cuando los estudiantes em-
plean sistema´ticamente, el software dina´mico en sus experiencias de aprendizaje?
Particularmente, ¿que´ tipo de conjeturas formulan los estudiantes al trabajar ac-
tividades de resolucio´n de problemas cuando emplean, sistema´ticamente, el software
dina´mico?.
Se dara´ respuesta a esta pregunta con base en los reportes escritos que presenten los
estudiantes; el ana´lisis de dichos reportes se complementara´ con v´ıdeo-grabaciones
de algunos alumnos mientras trabajan en forma individual o de manera grupal, tan-
to en el desarrollo de las actividades como en las presentaciones o exposiciones de
resultados.
2. ¿Cua´l es el proceso que muestran los estudiantes al convertir el artefacto “software”
en una herramienta matema´tica de trabajo?
Para dar respuesta a esta pregunta, se tomara´ en cuenta v´ıdeo-grabaciones de lo que
realicen algunos estudiantes al resolver las actividades ya sea de manera grupal o
individualmente. Tambie´n se analizara´n grabaciones de las construcciones realizadas
en Sketchpad por parte de los estudiantes.
3. ¿Existe alguna l´ınea de evolucio´n en los procesos de formulacio´n y explicacio´n de
conjeturas por parte de los estudiantes en ambientes de resolucio´n de problemas con
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uso de software dina´mico?
Las fuentes principales para dar respuesta a esta pregunta sera´n los reportes escritos
que en el transcurso de las sesiones presenten los estudiantes y las v´ıdeo-grabaciones
de presentaciones de resultados de algunos alumnos.
4. ) ¿Que´ tipo de estrategias de resolucio´n de problemas muestran los estudiantes al
trabajar en algunas actividades con la ayuda del software dina´mico? Particular-
mente, ¿cua´les son las estrategias que ma´s utilizan los alumnos en las tareas de
resolucio´n de problemas? y ¿cua´les tendencias muestran los estudiantes al usar el
software dina´mico como herramienta durante el proceso de solucio´n de problemas
propuestos?
Se contara´ con v´ıdeo-grabacio´n del proceso de solucio´n que realizan algunos estu-
diantes y con reportes escritos que presenten en cada actividad. Las presentaciones
o exposiciones de los resultados obtenidos por los estudiantes tambie´n sera´n datos
importantes para dar respuesta a esta pregunta.
Marco Teo´rico
En este cap´ıtulo se presentan algunos resultados de investigacio´n en Educacio´n Matema´tica.
Se revisan temas relacionados con el uso de software dina´mico de geometr´ıa en actividades
de resolucio´n de problemas y, adema´s, algunos aspectos relacionados con la demostracio´n
en la ensen˜anza-aprendizaje de las matema´ticas.
Con la incorporacio´n de herramientas tecnolo´gicas en Educacio´n Matema´tica es impor-
tarte examinar aspectos relacionados con sus ventajas y limitaciones al utilizar tales her-
ramientas en la resolucio´n de problemas, asimismo, es necesario indicar algunos usos que se
le puede dar a la computadora en procesos de ensen˜anza-aprendizaje de las matema´ticas.
6. Resolucio´n de problemas
La resolucio´n de problemas ha sido identificada como un aspecto importante en Educacio´n
Matema´tica. En los u´ltimos an˜os, principalmente, se ha realizado investigacio´n trascen-
dental en este campo (Osawa, 2002; Polya, 1965; Santos, 1996, 1997, 1998; Schoenfeld,
1985, 1992). En relacio´n con la resolucio´n de problemas, el NCTM (2000) menciona que
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los problemas matema´ticos “dan a los estudiantes la oportunidad de solidificar y ampliar
sus conocimientos matema´ticos [...] y pueden estimular el aprendizaje de las matema´ticas
en los alumnos” (p. 51).
La resolucio´n de problemas se relaciona no so´lo con el uso y el desarrollo de habilidades
para que los estudiantes tengan acceso a recursos matema´ticos y los utilicen (como la
exploracio´n y la generalizacio´n), sino tambie´n con estrategias que les permita trabajar
con dichos recursos en diversas situaciones. Santos (1998) menciona que durante la explo-
racio´n de problemas matema´ticos es cuando salen a flote las.conjeturas de los estudiantes,
lo cual provoca que los alumnos utilicen diversas estrategias que les permita justificar
dichas conjeturas.
El NCTM (2000) sen˜ala que en el proceso de ensen˜anza-aprendizaje de las matema´ticas
mediante la resolucio´n de problemas se debe propiciar un ambiente de clase en el que los
estudiantes:
a. tengan libertad de comunicar sus ideas,
b. realicen conexiones de nuevos contenidos con conocimientos previos y con la(vida
real,
c. razonen acerca de algunas ideas involucradas en problemas y realicen demostraciones
matema´ticas y
d. empleen diversas representaciones para que puedan comprender y explicar los pro-
cedimientos que desarrollan.
Para lograr que los estudiantes reflexionen sobre el potencial de sus recursos matema´ticos
(uso de representaciones, razonamiento deductivo, justificacio´n de resultados, etc.), un
camino es que trabajen con problemas o con ejercicios propuestos y que propongan dis-
tintas formas de solucio´n (Santos y Dı´az-Barriga, 1999). En este sentido, “la resolucio´n
de problemas puede y debe ser usada para ayudar a los estudiantes a desarrollar fluidez
en .el manejo de destrezas espec´ıficas” (NCTM, 2000, p. 51). Asimismo, Perkins men-
ciona que “durante el proceso de resolucio´n de problemas, el individuo usa estructuras de
pensamiento para organizar y respaldar su proceso de pensamiento” (citado en Santos,
1996, p. 265), de esta manera, la resolucio´n de problemas se convierte en una actividad
importante en Educacio´n Matema´tica.
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6.1. Componentes de un problema
Polya establece que tener un problema significa buscar, conscientemente, alguna accio´n
apropiada para lograr una meta claramente concebida pero no inmediata de alcanzar
(citado en Santos, 1997, p. 29). Esta caracterizacio´n identifica tres componentes de un
problema:
i. estar consiente de una dificultad,
ii. tener deseos de resolverlo
iii. la no existencia de un camino inmediato para resolverlo.
Un problema matema´tico se identifica como una tarea que requiere conocimientos matema´ticos
para resolverla y para la cual no existe un camino directo o inmediato para obtener su
solucio´n o soluciones (Santos, ip´ıd). En te´rminos generales, un problema es una tarea o
situacio´n en la cual se presentan los siguientes componentes (Santos, 1997, p. 30):
i. la existencia de un intere´s. Una persona o un grupo de individuos quiere o necesita
encontrar una solucio´n;
ii. la no existencia de una solucio´n inmediata. No hay un procedimiento o regla que
garantice la solucio´n completa de la tarea. Por ejemplo, la aplicacio´n directa de
algu´n algoritmo o conjunto de reglas no es suficiente para determinar la solucio´n;
iii. la presencia de diversos caminos o me´todos de solucio´n (algebraico, geome´trico,
nume´rico). Aqu´ı, tambie´n se considera la posibilidad de que el problema pueda
tener ma´s de una solucio´n;
iv. la atencio´n por parte de-una persona o grupo de individuos para llevar a cabo un
conjunto de acciones tendientes a resolver esa tarea. Un problema es tal hasta que
existe un intere´s y se emprenden acciones espec´ıficas para intentar resolverlo.
6.2. Algunas etapas importantes en la resolucio´n de problemas
Polya (1965) desarrollo´ un trabajo en tomo a la resolucio´n de problemas matema´ticos en
el que identifica cuatro etapas fundamentales; en dichas fases, juega un papel importante
el uso de me´todos heur´ısticos como por ejemplo, descomponer el problema en subproble-
mas, resolver problemas ma´s simples que reflejen algunos aspectos de la tarea principal y
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usar diagramas, entre otros.
En el inicio del proceso de solucio´n de un problema se tiene una concepcio´n incompleta
de dicha tarea, la visio´n sera´ diferente cuando se avanza un poco y cambia, nuevamente,
cuando se este´ cerca de encontrar su solucio´n. Es importante tener presente diferentes
etapas que esta´n detra´s del proceso de resolucio´n de problemas ya que, as´ı, se puede ori-
entar a los estudiantes para que logren el resultado deseado en la tarea.
6.2.1. Fase 1: Comprensio´n del problema
En muchas ocasiones los estudiantes cometen el error de trabajar en la resolucio´n de un
problema para contestar una pregunta que no comprenden. Es de temerse lo peor si los
estudiantes comienzan a realizar ca´lculos o construcciones sin haber entendido el proble-
ma. En esta etapa se encuentran las estrategias que ayudan a representar y comprender
las condiciones del problema.
Los alumnos no so´lo deben comprender el problema sino tambie´n deben desear resolverlo.
La tarea debe seleccionarse en te´rminos del tipo de recursos y estrategias potenciales que
los estudiantes puedan emplear en su solucio´n; es decir, el problema debe estar al alcance
cognitivo de los alumnos de manera que sean tareas que puedan solucionar.
Algunas preguntas que se pueden presentar en la fase de comprensio´n del problema y
que ayudan a que los estudiantes puedan separar las principales partes del problema, la
inco´gnita, los datos y la condicio´n son, por ejemplo: ¿cua´l es la inco´gnita?; ¿cua´les son los
datos?; ¿cua´l es la condicio´n?, ¿es la condicio´n suficiente para determinar la inco´gnita?,
¿es insuficiente?, ¿redundante?, ¿contradictoria?
Como parte de otras heur´ısticas importantes presentes en esta fase, los estudiantes deben
considerar las principales partes del problema bajo diversos a´ngulos y repetidas veces.
Si el problema tiene relacio´n con alguna figura, los alumnos deben dibujar una gra´fica
o diagrama y destacar en dicha figura la inco´gnita y los datos. Los estudiantes deben
introducir una notacio´n adecuada para dar los nombres a los diferentes elementos que se
presentan en la figura.
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6.2.2. Fase 2: Concepcio´n de un plan
Poner en pie un plan y concebir la idea de la solucio´n no tiene nada de fa´cil. En este
proceso de la elaboracio´n de un plan para resolver un problema se ponen en juego los
conocimientos ya adquiridos, los ha´bitos de pensamiento y la disposicio´n que muestren
los estudiantes. Es importante captar las relaciones que existen entre los diversos elemen-
tos del problema, ver lo que liga a la inco´gnita con los datos con el fin de encontrar la
idea de la solucio´n y poder trazar un plan. Se tiene un plan cuando se sabe que´ ca´lculos,
que´ razonamientos o construcciones se han de efectuar para determinar la solucio´n de la
tarea.
Esta fase se considera como la etapa esencial en el proceso de solucio´n de un problema.
Aunque el disen˜o de un plan puede tomar forma poco a poco. Tambie´n puede tomar for-
ma despue´s de ensayos, aparentemente, infructuosos que pueden provocar ideas brillantes.
Claro esta´, las buenas ideas se basan en la experiencia pasada y en los conocimientos
adquiridos previamente.
Es recomendable pensar en problemas conocidos que tengan una estructura ana´loga a la
del que se quiere resolver y, as´ı, establecer un plan de solucio´n. Por lo tanto, es conveniente
que los alumnos aborden un problema plantea´ndose la pregunta ¿conoce algu´n problema
relacionado? Asimismo, se recomienda que los estudiantes observen la inco´gnita y que
piensen en algu´n problema que sea familiar y que tenga la misma inco´gnita o al menos
una similar.
Otra estrategia que puede ayudar a los estudiantes en la construccio´n de un plan de
solucio´n es cambiar, transformar o modificar el problema. Una pregunta sugerida para
dicha transformacio´n del problema es: ¿puede enunciarse el problema en forma diferente?,
de esta manera, se puede trabajar con casos generales o particulares, se pueden emplear
analog´ıas, se puede descartar una parte de la condicio´n, etc.
Es importante resaltar que en esta fase los alumnos pueden desviarse y alejarse del pro-
blema hasta perderlo totalmente de vista, para evitar este riesgo o para conducir a los
estudiantes nuevamente al problema original, se pueden usar las preguntas: ¿ha empleado
todos los datos?, ¿ha hecho uso de toda la condicio´n?, ¿ha considerado todas ’las nociones
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esenciales concernientes al problema?
6.2.3. Fase 3: Ejecucio´n del plan
Llevar a cabo el plan es mucho ma´s fa´cil que su elaboracio´n; principalmente, lo que se re-
quiere en esta, fase es traducir las ideas y estrategias del plan en una serie de operaciones
matema´ticas. Si los estudiantes trabajan en la concepcio´n del plan, aunque lo hagan con
ayuda del profesor, no existe el peligro de que se les olvide. Una estrategia importante
en esta fase es que los estudiantes verifiquen cada paso que realizan, es decir, que este´n
monitoreando lo que efectu´an.
Los estudiantes deben comenzar a resolver un problema cuando este´n seguros de poder
suplir los detalles menores que puedan necesitarse.
6.2.4. Fase 4: Visio´n retrospectiva
Esta etapa es una fase importante y muy instructiva de la resolucio´n de problemas. Si los
estudiantes, en vez de dar por concluida la tarea y dedicarse a otras cosas una vez que
han obtenido la solucio´n y expuesto el resultado, reconsideran la solucio´n, reexaminando
el resultado y el camino que los condujo a ella, pueden consolidar sus conocimientos y
desarrollar sus aptitudes de resolucio´n de problemas.
Despue´s de haber ejecutado el plan, los estudiantes tienen buenos motivos para creer que
su solucio´n es correcta ya que han redactado dicha solucio´n verificando cada paso del
razonamiento. No obstante, puede haber errores, sobre todo si el razonamiento es largo
y enredado. Por lo tanto, se recomienda que los estudiantes verifiquen sus resultados y
para esto se pueden utilizar las preguntas: ¿puede verificar el resultado?, ¿puede verificar
el razonamiento?
¿Puede obtener el resultado de un modo distinto? La pregunta anterior es importante que
se presente en la resolucio´n de problemas ya que obtener pruebas diferentes ayuda a que
los estudiantes se convenzan del resultado; asimismo, los alumnos se pueden preguntar
si ¿pueden ver el resultado de golpe?, es decir, si pueden obtener, el resultado de forma
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inmediata, ya que es preferible un razonamiento corto y simple a uno largo y complicado.
Un punto importante es que para resolver un problema, no hay que estar casados con una
te´cnica de resolucio´n, sino que hay que ser flexibles y estar abiertos a otros me´todos de
solucio´n. Combinando la utilizacio´n de varios me´todos, evitaremos la utilizacio´n ciega de
un me´todo, (Flores, 1997, p. 49)
Es importante que los estudiantes se cuestionen si ¿pueden utilizar el resultado o el me´todo
para resolver algu´n otro problema? Examinando el me´todo que les ha llevado a la solucio´n,
los estudiantes pueden captar su razo´n de ser y tratar de aplicarlo a otros problemas,
obteniendo otro beneficio de su esfuerzo.
6.3 Algunos procedimientos que realizan los estudiantes al re-
solver problemas
Perkins y Simmons (1988) indican que la resolucio´n de problemas comprende ma´s que
heur´ısticas generales, tales como descomponer el problema en partes manejables, contro-
lar el tiempo consumido en algu´n procedimiento de solucio´n y buscar caminos alternativos
para su solucio´n. La resolucio´n de problemas tambie´n puede comprender actitudes y creen-
cias de apoyo en su proceso.
Sin embargo, el enfoque de resolucio´n de problemas por parte de algunos estudiantes puede
ma´s bien ser surtido con un nu´mero de estrategias, actitudes y creencias contraproducentes
o de poca utilidad. Algunos procedimientos que pueden presentar los estudiantes durante
el proceso de solucio´n de problemas se detallan a continuacio´n.
6.3.1. Ensayo y error
Me´todos desorganizados de ensayo y error son, sorprendentemente, comunes en muchos
estudiantes. Un ejemplo de esta manera de intentar resolver problemas aparece en un
alumno al que se le presenta un problema de construccio´n geome´trica, los estudiantes
supone incorrectamente una solucio´n en el primer minuto de la lectura del problema, con-
tinu´a suponiendo otras posibles soluciones hasta que propone una solucio´n razonable en
su tercera conjetura, sin embargo, los alumnos fue incapaz de mencionar por que´ funciona
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la solucio´n (Perkins y Simmons, 1988)
Es importante que el profesor contemple el hecho descrito anteriormente y, as´ı, pueda ori-
entar a los estudiantes para que expliquen sus resultados cuando realicen procedimientos
basados en suposiciones.
6.3.2. Persistencia y abandono
Otro riesgo comu´n en la resolucio´n de problemas es la persistencia con un enfoque que no
esta´ rindiendo progreso verdadero en la solucio´n del problema. El abandono es lo contrario
a la persistencia.
El comportamiento de evaluar a simple vista un problema matema´tico y abandonarlo, in-
mediatamente, si no se presenta algu´n camino obvio de solucio´n con dicho procedimiento
es, frecuentemente, observado en muchos estudiantes.
Considerar este tipo de procedimiento que pueden realizar los estudiantes implica un
papel importante para el profesor ya que, mediante la observacio´n de lo que realizan sus
alumnos, el docente puede lograr que los estudiantes se alejen, gradualmente, de algu´n
procedimiento que no provoque progreso en la solucio´n del problema, o bien, orientar a
que sus estudiantes vuelva a contemplar algu´n procedimiento que s´ı puede traer resultados
satisfactorios en la tarea.
6.3.3. Procedimiento basado en una suposicio´n
Los estudiantes que no recuerdan cua´l es la “regla” a aplicar, frecuentemente, utilizan
conjeturas razonables y luego proceden sobre esas bases sin hacer algo para probar dichas
conjeturas. As´ı, los estudiantes razonan por analog´ıa para generar una posibilidad pero
no logran el despliegue de alguna clase de organizacio´n para verificar esa posibilidad.
Por ejemplo, en a´lgebra es comu´n que los estudiantes supongan como una regla que
(a + b)2 = a2 + b2, probablemente, los alumnos generalizan este resultado a partir de la
identidad (ab)2 = a2b2, pero no intentan, verificar el “resultado” con valores nume´ricos
espec´ıficos, por ejemplo, considerar a = 3 y b = 2 para obtener 25 diferente de 13.
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6.3.4. Respuestas cotidianas
Una ta´ctica comu´n que los estudiantes adoptan para hacer frente a la “enorme cantidad
de nueva informacio´n”, como ellos encuentran un tema nuevo, es desarrollar respuestas
en forma meto´dica para casos particulares, sin comprensio´n de los principios esenciales
del planteamiento.
El pensamiento formulista por parte de los estudiantes se presenta a cuando, confronta-
do ante una nueva situacio´n, responden de manera estereotipada. Por ejemplo, algunos
estudiantes de cursos de aritme´tica formulan respuestas en forma meto´dica de acuerdo
con algunas palabras claves presentes en el enunciado del problema; por ejemplo, relacio-
nan la palabra “menos‘” con la accio´n de sustraer y la palabra “por” la relacionan con
multiplicar.
7. Herramientas tecnolo´gicas en Educacio´n Matema´tica
Desde finales del siglo pasado han surgido cambios en la manera de ensen˜ar y aprender
matema´ticas, se ha desarrollado una forma de ensen˜anza-aprendizaje que contempla la in-
corporacio´n de la computadora en esta disciplina (Stewart, 1990). Sin embargo, au´n existe
la necesidad de investigar distintas formas de utilizar algunas herramientas tecnolo´gicas
en procesos educativos.
El desarrollo tecnolo´gico en las u´ltimas tres de´cadas no fue asimilado completamente por
el sistema educativo. Posiblemente, se daba a la carencia de estudios serios sobre maneras
eficientes para utilizar la tecnolog´ıa en la educacio´n, que nos muestre sus aciertos as´ı como
sus desventajas, y con ello crear una infraestructura de apoyo al profesor de matema´ticas
para que pueda hacer un buen uso de la tecnolog´ıa en el aula de matema´ticas. (Guzma´n,
Hitt) Santos, 2002, p. 1 H)
La incorporacio´n de herramientas tecnolo´gicas en diferentes a´reas, como por ejemplo, la
medicina, la agricultura, las telecomunicaciones, el transporte y el comercio, ha permiti-
do avances importantes no so´lo en la identificacio´n y solucio´n de nuevos problemas, sino
tambie´n en los me´todos o formas de trabajo en esas a´reas (Mann, 2002). As´ı, resulta
importante reflexionar acerca de la integracio´n de herramientas tecnolo´gicas al salo´n de
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clases (Hitt, 1996).
La manera eficiente y eficaz de utilizar herramientas computacionales en Educacio´n Matema´tica
es de gran importancia para el aprendizaje de los estudiantes. Noss y Hoyles mencionan
que la computadora ofrece medios especiales para interactuar con objetos y al usar esos
medios, los alumnos aumentan sus concepciones de los objetos, especialmente, con res-
pecto a generalizacio´n y formalizacio´n (citados en Lagrange, 1999, p. 55).
La falta de autoevaluacio´n en los procesos realizados por un alumno en un contexto de
papel y Ia´piz puede ser complementada en un ambiente de papel, Ia´piz y microcomputa-
dora. Esta u´ltima en muchos casos, permite visualizar el error, provocando una revisio´n
de su proceso para una mejor aproximacio´n en la resolucio´n de un problema. (Hitt, 1996,
p.42)
La incorporacio´n de herramientas tecnolo´gicas en el proceso de ensen˜anza-aprendizaje de
las matema´ticas no puede dejar por fuera el ana´lisis de los diferentes usos que se le pueda
dar en esta disciplina, sus ventajas y sus limitaciones.
7.1 Limitaciones en el uso de herramientas tecnolo´gicas
No todas las actividades realizadas con uso de herramientas tecnolo´gicas, como la cal-
culadora gra´fica y la computadora, pueden ser adecuadas para una buena actividad de
aprendizaje por parte de los estudiantes.
Por ejemplo, Guin y Trouche (1999) indican que un ejemplo de una actividad que no es
recomendable realizar con el uso de algu´n graficador es el ca´lculo de l´ım(lnx + 10 sinx),
ya que al realizar la gra´fica de lnx + 10 sin x (ver Figura 7.1) no se logra observar, de
manera clara, que la funcio´n tiende a infinito cuando x crece, indefinidamente, sino que
parece una funcio´n oscilante en el eje x (o alguna recta paralela a dicho eje). En el estudio
realizado por Guin y Trouche, los estudiantes que realizaron el l´ımite, algebraicamente
lo resolvieron, mientras que los alumnos a los que se les permitio´ usar herramientas tec-
nolo´gicas realizaron la gra´fica y fallaron en la estimacio´n de dicho l´ımite.
31
V Encuentro de Matema´ticas Del Caribe Colombiano
1 al 4 de Julio de 2008
Barranquilla-Colombia
Figura 7.1: Gra´fica de la funcio´n lnx+ 10 sinx
Guin y Trouche (1999, p. 203) mencionan que se presentan limitaciones en el manejo
de la TI-92 (calculadora graficadora de la Texas Instruments) ya que, por una parte, se
reconoce la expresio´n cospi
8
y no as´ı cos pi
16
donde cos pi
16
se puede obtener de la ecuacio´n
cospi
8
= 2
(
cos pi
16
)2 − 1 y, por otra parte, el finito nu´mero de p´ıxeles discretiza trazos de
gra´ficas, provocando en algunas ocasiones gra´ficas inconsistentes.
La calculadora no determina soluciones obvias de algunas ecuaciones; por ejemplo, en la
ecuacio´n x2 − (1 + √2)x + √2 = 0, con ra´ıces 1 y ra´ız de 2, la calculadora establece
valores no simplificados que, aunque son equivalentes a las soluciones mencionadas, no
las reconoce como iguales (por las limitaciones de aproximacio´n); una u´ltima limitacio´n
es que en las calculadoras y en software de ca´lculo algebraico se muestran dificultades en
los estudiantes relacionadas con los comandos y los modos de operar, es decir, en muchas
ocasiones a los alumnos se les dificulta el aprendizaje del uso de las herramientas y co-
mandos de este tipo de software.
El uso de la computadora en el proceso de aprendizaje de los alumnos presenta algunas
limitaciones. Lagrange (1999) menciona que los estudiantes no esta´n familiarizados con el
uso de la computadora y de otras herramientas tecnolo´gicas en el proceso de aprendizaje
de las matema´ticas. Asimismo, Guin y Trouche (1999) hacen referencia a los problemas
que puede causar el uso herramientas de graficacio´n en los estudiantes, indican que al-
gunas representaciones gra´ficas en computadoras y calculadoras pueden traer confusiones
a los estudiantes en cuanto a la interpretacio´n que le den a lo que observan en pantalla.
Por ejemplo, en algunos graficadores de funciones se obtiene una representacio´n como
la que se muestra en la Figura 7.2 para la funcio´n f(x) = tan x. La interpretacio´n que
los estudiantes le den al hecho que algunos trazos son ma´s cortos que otros puede ser
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muy variada; adema´s, algunos alumnos pueden interpretar que en cada corte de la gra´fica
con el eje de las abscisas, como en el origen del sistema de coordenadas, se hallan mu-
chos punto; de interseccio´n ya que “parece” que la gra´fica toca en ma´s de un punto al eje x.
Figura 7.2: Funcio´n tanx que se presenta en algunos graficadores
Chamblee y Slough (2002) mencionan que algunos profesores se intimidan por los cam-
bios que trae consigo la incorporacio´n de herramientas tecnolo´gicas al salo´n de clases y,
adema´s, dichos profesores sen˜alan que no quieren nada con el cambio; es decir, algunos
profesores no muestran intere´s en incorporar herramientas tecnolo´gicas en sus ambientes
de ensen˜anza-aprendizajes de las matema´ticas.
Una creencia comu´n en muchos educadores e inclusive en estudiantes, es considerar que la
incorporacio´n de herramientas tecnolo´gicas en el salan de clases soluciona todos los prob-
lemas que se presentan en la ensen˜anza-aprendizaje de las matema´ticas, de esta manera,
creen que dichas herramientas tecnolo´gicas son como cajas ma´gicas. En esta direccio´n, la
Office of Technology Assessment indica que la incorporacio´n de la tecnolog´ıa, por s´ı mis-
ma, no garantiza un cambio directo en la ensen˜anza-aprendizaje de las matema´ticas, se
debe buscar la manera eficiente de su incorporacio´n dentro de la instruccio´n (cita en Bailar
y Ritchie, 2002).
Uso de herramientas tecnolo´gicas en el aula, ya que no basta con tener laboratorios equipa-
dos con potentes ma´quinas si los educadores no tienen la capacidad de utilizarlos de man-
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era que se mejore el proceso educativo.
El profesor no cuenta con apoyos espec´ıficos que le ayuden a mejorar su ensen˜anza, ma´s
bien, el uso de la tecnolog´ıa se orienta hacia un aspecto eficiente de la forma tradicional de
aprendizaje. Es decir, ella se centra ma´s en liberar a los estudiantes de los ca´lculos que en
vincular su uso con aspectos propios del quehacer matema´tico y formacio´n de conceptos.
(Guzma´n, Hitt y Santos, 2002, p. 126)
Una de las mayores limitaciones que presenta la incorporacio´n de herramientas tecnolo´gi-
cas en el salo´n de clases es el uso que los profesores le asignen en las actividades de
ensen˜anza-aprendizaje de las matema´ticas.
Las razones que han impedido el uso de las calculadoras en la escuela primaria, aluden a
la inhibicio´n de las habilidades de mecanizacio´n de las operaciones de suma, resta, mul-
tiplicacio´n y divisio´n. La argumentacio´n anterior se refiere al uso de la calculadora en su
expresio´n ma´s pobre. La reflexio´n sobre su uso, ma´s bien debe encaminarse a la posibili-
dad de utilizar esta tecnolog´ıa en la formacio´n de conceptos matema´ticos. (Hitt, 1996, p.
24)
Asimismo, se ha encontrado que en muchos educadores de matema´ticas existe la preocu-
pacio´n de que el frecuente uso de herramientas computacionales debilitan el desarrollo
de comprensio´n conceptual, habilidades o destrezas en la resolucio´n de problemas y la
habilidad para aprender nuevos avances matema´ticos (Fey, 1990).
Aunque en muchas escuelas y colegios se tenga la intencio´n de utilizar herramientas tec-
nolo´gicas en actividades de ensen˜anza-aprendizaje de las matema´ticas, algunas veces no
es posible que se logre desarrollar dicha accio´n. En este sentido, Kaput (1992) indica que
en los colegios y escuelas hay pocas computadoras disponibles y, de las que hay, la may-
or´ıa son de potencial limitado, lo cual hace imposible que se lleven a cabo actividades
educativas que contemplen su uso. Otro factor que indica Kaput (ib´ıd), es que no existe
software en suficiente cantidad y de suficiente calidad que amerite la inversio´n requerida
para un uso masivo de computadoras en el aula.
Un reciente estudio acerca de los factores que influyen en el e´xito o fracaso al utilizar la
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tecnolog´ıa en el salo´n de clases, contempla aspectos relacionados con el uso que los pro-
fesores le dan a la computadora en actividades no escolares. Baylor y Ritchie (2002) han
encontrado que los profesores que utilizan la tecnolog´ıa fuera de ambientes de ensen˜anza-
aprendizaje, es decir, en situaciones no escolares, generalmente enfatizan en el uso mis-
mo de la tecnolog´ıa (como por ejemplo utilizar el teclado para una eficiente manera de
mecanografiar) ma´s que en las aplicaciones de la computadora en el aula (p. 409). Asimis-
mo, Baylor y Ritchie (ib´ıd) mencionan que los profesores manifiestan que no pueden
organizar lecciones basadas en el uso de la computadora ya que no hay suficiente tiempo
para su preparacio´n.
7.2 Algunos usos de la computadora en Matema´tica
El desarrollo de herramientas tecnolo´gicas ha aumentado el nu´mero y variedad de aplica-
ciones incluidas en Educacio´n Matema´tica (Santos y Espinosa, 2002). As´ı, con el uso de
la tecnolog´ıa se debe realizar y promover nuevas y ma´s interesantes tareas matema´ticas
relacionadas con la ensen˜anza-aprendizaje de dicha disciplina. Dubinsky y Tall mencio-
nan que se obtienen resultados exitosos cuando la computadora es usada para mejorar
significados a trave´s de actividades que contemplen la exploracio´n y la construccio´n de
conceptos (citado en Guin y Trouche, 1999, p. 199). De esta manera, es importante el desa-
rrollo de actividades por parte de los estudiantes que les permita descubrir propiedades y
que dichos descubrimientos les proporcione nuevos caminos para comprender un concepto.
Con relacio´n a la incorporacio´n de las computadoras en la ensen˜anza-aprendizaje de las
matema´ticas, se han desarrollado varios usos de estas herramientas tecnolo´gicas con el fin
de mejorar el aprendizaje por parte de los estudiantes. Algunos de dichos usos se detallan
a continuacio´n (se hace hincapie´ que no son los u´nicos usos que se le puede dar a la
computadora en la ensen˜anza-aprendizaje de las matema´ticas pero que son, de alguna
manera, los ma´s importes y de mayor investigacio´n).
Simulacio´n
Utilizar la computadora para la simulacio´n de feno´menos ha sido uno de los usos ma´s
importantes de dicha herramienta tecnolo´gica en Educacio´n Matema´tica.
Con la ayuda de la computadora es posible establecer simulaciones de feno´menos donde
simulta´neamente se analice tanto la situacio´n real como varias de sus representaciones
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(fo´rmula, tabla, gra´fica). Es aqu´ı donde el estudiante puede analizar diversas conexiones
entre tales representaciones. [ ... J Es posible analizar co´mo cierta representacio´n es fun-
cional para identificar algunas propiedades del feno´meno (puntos de optimizacio´n, por
ejemplo) y otras ayudan a identificar exactamente el valor de algunos puntos cr´ıticos del
feno´meno. (Santos, 1997, pp. 95-96).
Los sistemas computacionales de simulacio´n presentan situaciones en las que es posible ob-
servar, de manera dina´mica, lo que sucede para un feno´meno espec´ıfico cuando se cambian
algunos de los para´metros involucrados en e´l. Un ejemplo de simulacio´n en Matema´tica
con el uso de la computadora es el siguiente: dada la medida del semiper´ımetro de un
recta´ngulo, determinar cua´les son las dimensiones del recta´ngulo (de todos los que se
pueden construir con tal semiper´ımetro) de mayor a´rea.
Figura 7.3: Varias representaciones para determinar el recta´ngulo de mayor a´rea
En la Figura 7.3 el segmento AB representa el semiper´ımetro del recta´ngulo DEFG;
adema´s, en dicha figura se indican el a´rea y el per´ımetro del recta´ngulo. Las dimensiones
del recta´ngulo DEFG dependen de las longitudes de los segmentos AC y CB (ya que,
por construccio´n, AC y BC representan las medidas de los lados del recta´ngulo DEFG,
para as´ı lograr que su per´ımetro sea fijo), al mover el punto C a lo largo del segmento
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AB, las dimensiones del pol´ıgono cambian dina´micamente.
La gra´fica, otra representacio´n que se puede obtener con software dina´mico, corresponde
al a´rea del recta´ngulo como funcio´n de uno de sus lados; asimismo, se hace uso de la
representacio´n tabular; en la tabla que aparece en la Figura 7.3 se presentan los valores
para la medida de los lados del recta´ngulo, su per´ımetro y su a´rea. Con la simulacio´n de
este problema, los estudiantes pueden hacer uso de diferentes representaciones y conjeturar
valores que determinan las dimensiones del recta´ngulo de per´ımetro fijo que contiene
mayor a´rea.
7.2.2. Exploracio´n o impacto esperado.
Otra manera de utilizar la computadora es como herramienta para la exploracio´n. Meza
(2001) menciona que con el uso de la computadora y de software apropiado (como por
ejemplo, software dina´mico de geometr´ıa), los estudiantes tienen oportunidad de explorar
para verificar o para descubrir. Dentro de los resultados que los alumnos pueden verificar
se encuentran algunos teoremas geome´tricos. Meza (ib´ıd) indica que mientras los estudi-
antes interactu´an con la computadora realizan exploracio´n e intercambian ideas con sus
compan˜eros, de esta manera los alumnos pueden “descubrir” algunos resultados. Asimis-
mo, “el uso de la computadora permite al estudiante explorar diversos casos y tener acceso
a situaciones en donde es posible encontrar el sentido de algunas ideas matema´ticas” (San-
tos, 1997, p. 98).
Una actividad en la que los estudiantes pueden explorar para verificar consiste en trazar
las medianas de cualquier tria´ngulo ABC (ver Figura 3.4). Cuando los alumnos mueven
cualquier ve´rtice del tria´ngulo ABC pueden observar que, efectivamente, las tres rectas
son concurrentes y que, adema´s, el punto de concurrencia de las rectas siempre queda en
el interior del tria´ngulo.
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Figura 7.4: punto de interseccio´n de las medianas de un tria´ngulo
Por otra parte, con el fin de explorar para descubrir los estudiantes pueden considerar
el pol´ıgono que se forma al unir los puntos medios de los lados de cualquier cuadrila´tero
(ver Figura 3.5). Los alumnos pueden mover los ve´rtices del cuadrila´tero ABCD y obten-
er alguna conjetura relacionada con las propiedades invariantes del cuadrila´tero EFGH,
pueden descubrir que al unir los puntos medios de cualquier cuadrila´tero se forma un
paralelogramo.
Figura 7.5: paralelogramo al unir los puntos medios de cualquier cuadrila´tero
Los alumnos pueden convencerse de que el cuadrila´tero EFGH es un paralelogramo medi-
ante el ca´lculo de las medidas de lados y de a´ngulos y, eventualmente, pueden demostrar
que el pol´ıgono EFGH siempre es un paralelogramo.
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